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Préambule

La mise en ceuvre de Solvabilitée 2 d'une part et de la norme IFRS
assurance d’autre part nécessite de recourir a des modeles stochastiques
pour I'actif pour (au moins) les deux problématiques suivantes :

O Le calcul des provisions techniques, au travers de I'eévaluation des
options et la mise en place des couvertures associees ;

0 La détermination du SCR (Solvabilité 2) via un critere de probabilité
de ruine (VaR sur un quantile « élevé »).

Les modeles standards (Black & Scholes notamment) constituent des
approximations trop grossieres des comportements des actifs risqués
dans ce contexte.
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Préambule

Leurs limitations les plus pénalisantes sont :
O La sous-estimation des situations de baisse brutale du rendement ;

O L'hypothese de complétude sous-jacente, qui n'est pas verifiée en
pratique.

Dans la suite de cette présentation on quantifie l'impact de ces
imperfections sur les valeurs cible et on propose des modélisations mieux
adaptées dans le contexte de I'assurance.
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1. Introduction

1.1. Contexte et notations

On considére dans la suite un actif risqué dont le prix a la date t est noté S (t)

En pratigue on observe les prix a des dates discretes t,...,t et on observe
le rendement du titre entre chaque date :

La plupart des modeles d’actif conduisent a ce que ces valeurs soient
indépendantes et identiguement distribuées, ce qui facilite I'estimation des
parametres et les calculs de prix.

L’hypothese la plus courante sur la loi de X est gu'il s’agit d’'une variable
gaussienne, ce qui conduit au modele de B&S.
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1. Introduction

1.2. Quelques observations

On observe le rendement quotidien du CAC 40 du 20/08/2007 au 19/08/2008
(255 jours de bourse)

0,08
0,06 X; = X(ti ) = In S/(ti )\
0,04 S(ti -1 )

0,02

ﬂ - 1

-0,02

-0,04
Quotidien Annuel
-0,06 Moyenne -0,000832698 -0,21342931
Volatilité 0,01455612 0,23244259
-0,08 kurtosis (aplatissement) 2,61222879
Asymétrie -0,24568366
Cette distribution n’est pas gaussienne : Nomere d¢
Probahbilité seuil 1,0% 2,55
Seuil supérieur 0,03302562 5
Seuil inférieur -0,03302562 4
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1. Introduction

1.2. Quelques observations

Rappels :
- coefficient d'asymeétrie (skewness) :
3
L _E(X-4)
/1T 3
O

- coefficient d’aplatissement (kurtosis) :
4
_E(X-4)

2 4
O

Pour une loi normale, 'asymeétrie est nulle et I'aplatissement vaut 3. Cela
permet de se faire une idée de la normalité d’un échantillon.

NB : le logiciel R propose plusieurs tests de (non) normalité dans les
packages nortest et tseries.
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1. Introduction

1.2. Quelques observations

On peut alors chercher a modifier le modele pour tenir compte de ces
informations. Plusieurs approches sont possibles.

On observe que dans le modele de B&S on a :

S o2
In(%]zﬁy—7)h+a(8t+h -B,)

t

et une idée est d’ajouter une composante venant « perturber » le rendement
de la maniere suivante :

Niih
|n(%j=(y—%2j h+o(B,,—-B)+> U,

t

avec N un processus de Poisson et U une suite de sauts gaussiens. Il s’agit
du modele de Merton, qui généralise B&S et sera détaillé plus loin.
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1. Introduction

1.2. Quelgues observations
Comment se positionne le QIS 4 dans ce contexte ?

Dans le QIS 4, le choc a la baisse sur les actions est de 32 %. Avec le CAC
40, ce choc correspond a une probabilité de survenance de :

- période 03/1990-08/2008 : 4 % (rendement moyen de 4,7 %,
volatilité de 21 %)

- période 08/2007-08/2008 : 33 % (rendement moyen de -21 %,
volatilité de 23 %)...

On peut donc noter que :
- Le QIS 4 est calibré sur des durées longues ;

- sur presque 20 ans, on reste loin du quantile a 99,5 %.
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1. Introduction

1.2. Quelques observations

Ces observations sont directement issues des données et dépendent donc
peu du choix de modele d’actif qui sera retenu.

De plus, dans le cadre d’'un modele interne, la référence au quantile a 99,5 %
calibré sur des données de marché risque de conduire a un besoin en capital
sensiblement supérieur a celui issu du QIS 4, dont on vient de voir qu'il est
du niveau du quantile a 96 % pour le CAC 40 sur les 18 dernieres années.
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1. Introduction

1.2. Quelques observations

On considere maintenant le titre Alcatel observé du 25/06/2002 au
21/01/2005 (659 jours) et on compare les deux modélisations du rendement
décrites précédemment :

1"
1Z

o eren o ¢ Pl et S 50 % de la volatilité vient de la
composante a sauts
g
2 (rendement espére 5 %,
§ ® volatilité 45 %)
4
Moment estimators | Likelihood estimators
2 H 0,00067364 0,00060628
0 ‘ ‘ c’ 0,03095012 0,02785511
-0,20 -0,16 -0,12 -0,08 -0,04 0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 2 099328746 0,89395872
Valeur
o, 0,02884728 0,03173200
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1. Introduction

1.2. Quelques observations

On peut noter sur le graphe précédent le fait que la encore l'aplatissement
dans le modele de Merton est plus faible que pour une loi normale (kurtosis
normalisée > 0), signe de l'existence de queues de distributions plus

NnaiccAac
Palooco-

Au surplus, dans le modele de Merton le rendement est impacté par deux
sources d’'aléa : il ne sera donc pas possible de couvrir une position avec un
seul actif, ce qui en d'autres termes signifie que le marché est devenu
incomplet.

Les conséquences pratiques de ces remarques sont illustrées ci-apres par
des exemples.
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1. Introduction

1.3. L'impact sur le SCR

On considere une société d’assurance qui doit faire face a I’'horizon d’'un an a
un passif qui vaudra, de maniere certaine, 100. Pour cela elle dispose d'un
capital initial gu’elle investit dans un actif risqué.

L'assureur cherche le niveau de capital a détenir pour pouvoir faire face a son
engagement avec une probabilité suffisante, par exemple de 1 %. Elle retient
pour les calculs un modele de Merton (dont on rappelle que B&S est un cas
particulier).

Il s’agit donc de déterminer le montant du capital cible y tel que :

2 N,
P{(loo 4 y)exp{p - 62 + 6B, + Zuk} < 100] < 0,01
k=1
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1. Introduction

1.3. L'impact sur le SCR

On cherche a voir comment varie le capital en fonction de I'importance de la

composante a sauts dans le rendement. Avec les parametres suivants :
2

i-"-=In008  A=15 o +koy =016

it

On trouve ;: '8
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1. Introduction

1.3. L'impact sur le SCR

A volatilité du sous-jacent fixé, le montant de capital a immobiliser au-dela du
best estimate passe d’environ 35 % de la provision dans le cas de B&S a 55 %
pour une part de volatilité de 50 % pour la composante a sauts (ce qui est ce
gue I'on constate en pratique), soit une augmentation de 57 %...

Le choix du modele est donc déeterminant pour une appréciation du risque qui
ne soit pas sous-estimée.

NB : l'adéquation du modele de Merton aux données ne peut étre que
meilleure que celle de B&S qui en est un cas particulier.
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1. Introduction

1.4. L'impact sur les provisions techniques

Afin d’illustrer sur un cas simplifie I'impact du choix du modele d’'actif sur le
niveau des provisions, on s’intéresse a la valorisation d’'une option d’achat
europeenne avec d'une part le modele classique de B&S et d'autre part le
modele de Merton.

Dans le cas du modele de Merton la mesure martingale n’est plus unigue et le
marché est donc en situation d’'incompletude. Différentes approches peuvent
étre retenues pour justifier le choix de la mesure utilisée pour tarifer I'option.

On retient ici la solution initiale de Merton consistant a considérer que le risque
associé a la composante a sauts est non systématique (propre au titre) et donc
diversifiable : on ne lui associe pas de prime de risque. Cela conduit donc a
évaluer I'esperance des flux associés.
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1. Introduction

1.4. L'impact sur les provisions techniques

Pour réaliser la comparaison on fixe arbitrairement A=1 et on contraint la
volatilité globale a étre egale dans les 2 modeles :

2 2
Cps =0 +AC,

o

Pour I'exemple on prend une volatilité de 25 % ; dans le modele de Merton on
considere de la volatilité de la composante systématique est de 15 % et celle
de la composante diversifiable de 20 %. On considere un titre coté 100 a
I'origine, le prix d’exercice est égal a 110 et la maturité de I'option est T=1.

On trouve que le prix de l'option est par contre de 9,15 dans le modele de
Black et Scholes et de seulement 5,20 dans le modele de Merton.

La encore I'impact est tres important.
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1. Introduction

1.4. L'impact sur les provisions techniques

On a plus géenéralement :

'effet est donc tres variable selon
la configuration des parametres.
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2. Modeles alternatifs a B&S

2.1. Introduction

L'observation des données comme l'analyse du comportement des
investisseurs conduit a retenir que les variations de rendement d'un actif
risqué présentent un caractere risqué plus important que la loi gaussienne.

Il faut donc en tirer les conséguences en terme de modele.

La littérature sur le sujet est abondante et aucun modele ne peut prétendre
étre universel, il est la résultante d’'un compromis entre :

- la capacité a représenter correctement les données en vue d'une
application donnée ;

- la capacité a faire des calculs ;

- la capacité a estimer les parametres de maniere efficace (dans les
univers historique et risque-neutre).
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2. Modeles alternatifs a B&S

2.1. Introduction

Pour ce qui concerne la capacité a effectuer les calculs, on doit considérer
deux contextes différents :

- provisions sur des contrats avec des options financieres : on doit
calculer des prix d’options et des regles opérationnelles de couverture (en
probabilité risque-neutre).

- calcul de SCR : on doit calculer un guantile de la distribution de la
valeur de l'actif projeté a un an (en probabilité historique)

On presente dans la suite certains de ces modeles. La complexité technique
d’'une description formelle est souvent importante, ces aspects ne sont pas
abordes ici.
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2. Modeles alternatifs a B&S

2.2. Modele de Heston (1973)

Il s’agit d’'une généralisation « naturelle » de B&S dans laquelle la volatilité est
rendue aléatoire :

les mouvements browniens étant corrélés :  d(B,,B,) = pdt .

Les prix d’options peuvent étre calculés « explicitement », via une intégrale.
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2. Modeles alternatifs a B&S

2.3. Modele de Merton (1976)

Il s’agit d'une autre généralisation « naturelle » de B&S dans laquelle une
composante a sauts est ajoutée a la composante brownienne :

N

avec B un mouvement brownien, N un processus de Poisson homogene
d’intensité 1 et U =(U, ) une suite de variables gaussiennes centrées et
2

. (k>1)
de variance o .
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2. Modeles alternatifs a B&S

2.4. Processus de Lévy

Le mouvement brownien geomeétrique et le processus de Merton sont en fait
des cas particuliers d'une classe de processus plus genérale appeléee
processus de Lévy.

De récentes études ont mis en évidence l'intérét d’'une classe particuliere de
processus de Lévy, les processus CGYM. Proposé dans CARR et al. [2002],
ces processus sont une généralisation des processus variance-gamma. Le
processus CGYM défini par la densité de Lévy :

-

e—G|x|

C‘XHY VX <0
V=)

‘XHY Vx<0
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2. Modeles alternatifs a B&S

2.5. Processus « regime switching » de Hardy (2001)

Pour terminer ce panorama on peut citer 'approche proposée par Marie Hardy
combinant deux processus de B&S, I'un pour le « régime normal » et l'autre
pour les « régimes de crise » :

. ( Sg(_:)l)]|pt N(u,.07)

en supposant que la processus d’état est une chaine de Markov a 2 états de
probabilités de transition :

”i,j:Pr(pt:i‘pt—lzj) I, j=1,2

Ce modele présente l'avantage de fournir des formules explicites pour les
options, la couverture et les quantiles. De plus son estimation est simple.
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Conclusion

On peut retenir les éléments suivants :

- 'hypothese de rendements gaussiens sous-jacente au modele

- en effet, des lors que l'on s’'intéresse a des resultats « en
moyenne » (comme le « best estimate »), le choix du modéle d’actif a volatilité
fixée n'a d'impact gu’a la marge.

- mais l'introduction d’'une référence a une probabilité de ruine dans
Solvabilité 2 conduit a réexaminer cette hypothése qui peut conduire a sous-
estimer le besoin en capital, du fait du comportement différent des quantiles
éleveés.
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